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有限长滑动轴承非线性油膜力的近似解法
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摘   要: 本文中提出了一种求解有限长径向滑动轴承非线性油膜力的近似解析方法. 在滑动轴承-转子系统非线性

动力行为分析中, 油膜力计算模型通常采用“π”油膜假设, 但是, 实际工况中油膜的存在区域并非是“π”区域, 运行时

油膜中出现气穴, 破裂成条纹状(即具有Reynolds边界条件). 本文中的近似解析方法采用Reynolds边界条件, 基于变

分原理, 运用分离变量法求解油膜的压力分布, 其中油膜压力的周向分离函数通过无限长轴承的油膜压力分布获

得, 油膜的破裂终止位置角通过连续条件确定, 轴向分离函数运用变分原理并结合周向函数求得. 计算结果表明: 本
文中提出的方法和有限元方法的结果吻合得很好. 在此基础上, 分析了一些轴承参数对油膜压力分布的影响.
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Abstract: An approximate analytical method is proposed for calculating nonlinear oil film forces of finite length journal
sliding bearing. The dynamic “π” oil film assumption is usually taken to determine nonlinear oil film forces in the
dynamic analysis  of  hydrodynamic journal  bearing-rotor  system. In practice,  oil  film usually ruptures,  and then
cavitation arises, cavitaion of oil film results in Reynolds boundary conditions, i.e., oil film field is not “π” zone in the
lubrication. In this paper, based on the variational principle, the method of separation of variables was employed to
obtain the pressure distribution with Reynolds boundary conditions. The pressure distribution of infinite long journal
bearing model was taken as a circumferential separable function of the pressure distribution. The termination positions
of oil film in circumferential direction were determined by using the continuity condition. The axial separable function
of the pressure distribution was obtained by the variational principle and the circumferential separable function. The
results calculated by the proposed method were in good agreement with the oil film forces by the finite element method.
Meanwhile, the influence of the bearing parameters on the pressure distribution was also analyzed. 
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轴承-转子系统广泛地应用于各类旋转机械中, 轴
承-转子系统的稳定性关系到整个旋转机械的安全可

靠运行. 轴承-转子系统作为一个典型的非线性系统,
其非线性主要来源于轴承的油膜力, 因此, 有关径向

滑动轴承流体润滑的相关研究越来越受到诸多学者

的重视, 其中对于轴承-转子系统非线性油膜力的研究

显得尤为重要.
近年来, 许多学者在对轴承-转子系统的非线性动

力学行为和稳定性进行研究时, 作为支承的径向滑动

轴承的油膜力模型主要是基于无限短轴承
[1–6]

和无限

长轴承
[7–10]

模型. 当轴承的长径比较小时(即无限短轴

承假设), 油膜力沿轴承周向的压力远小于轴向压力,
因此周向压力分布可以忽略. 相反, 当轴承的长径比

较大时(即无限长轴承假设), 油膜力沿轴承轴向的压

力分布可以忽略. 无论是无限短轴承或无限长轴承模

型, 它们均是非常简单的模型, 并不能反映实际情况.
为了准确地计算径向滑动轴承的非线性油膜力, 近年

来提出了许多数值计算方法
[11–15]. 秦平等

[11]
建立了滑

动轴承非线性油膜力的人工神经网络模型, 该模型可

以准确地计算圆轴承的非线性油膜力, 可以显著地提

高轴承系统的计算效率 .  郑铁生等
[ 1 2 ]

提出了一种

Ritz模型来计算非线性油膜力, 不但节约了大量的计

算时间, 而且通过引入一个参数, 使提出的模型能够

很好地与油膜破裂自由边界吻合. 肖忠会等
[13]

基于变

分不等式提出了一种快速有效地计算非线性油膜力

的算法, 该方法将油膜力及其Jacobi矩阵的计算转化

为求解具有三对角系数矩阵的线性代数方程组, 节约

了计算工作量. 吕延军等
[14]

采用8节点等参有限元法,

运用变分约束原理同时求得了油膜力及其Jacobi矩阵,

保证了协调的计算精度, 但不增加计算代价. 为了进

一步节约计算工作量, 黑棣等
[15]

基于数据库方法, 建

立了单瓦油膜力的数据库, 通过插值运算快速得到了

径向滑动轴承的非线性油膜力. 数值方法虽然精确,

但是需要较大的计算工作量.

π

为了减少径向滑动轴承非线性油膜力的计算时

间, 许多学者通过近似解析法计算油膜力
[16–20]. 孟志强

等
[16]

基于半Sommerfeld边界假设即“ ”油膜假设, 运
用分离变量法求得了有限长轴承非线性油膜力的近

似解析解, 该近似解析解方法的结果与数值法的计算

结果吻合得很好. Vignolo等[17]
运用摄动法求得了有限

长径向滑动轴承Reynolds方程的近似解析解, 在求解

π

的过程中, 基于“π”油膜假设, 将参数'(L/D)2'(长径比的

平方)作为摄动参数, 将Ocvirk数作为扩展参数. 该方

法既节约了计算工作量又具有较高的精度. Bastani等[18]

运用不同无限短和无限长轴承模型的组合, 近似地求

解了有限长轴承的油膜力及油膜力的最大值, 该方法

的计算结果与有限元方法的结果吻合得较好 .
Sfyris等[19]

运用分离变量法, 通过相加和相乘的形式提

出了油膜压力分布的封闭表达式, 即通过Reynolds方
程的一组特解与一组通解得到非线性油膜力的解析

表达式. 张永芳等
[20]
基于Sommerfeld和Ocvirk数, 采用

多参数原理, 求得了具有耦合应力流影响的紊流有限

宽径向滑动轴承非线性油膜承载力的近似解析解. 这
些求解径向滑动轴承非线性油膜力近似解的解析解

方法
[16–20]

均是基于“ ”油膜假设(半Sommerfeld边界条

件假设), 而实际工况下的径向滑动轴承, 油膜在发散

区出现气穴, 并破裂成条纹状(下游Reynolds边界条件

或破裂边界条件), 即实际的轴承在工作时具有破裂边

界条件. 因此, 我们有必要针对具有下游Reynolds边界

条件的径向滑动轴承润滑的Reynolds方程, 寻求求解

其油膜压力分布的近似解析解方法.
本文作者针对有限长径向滑动轴承, 基于下游

Reynolds边界条件, 运用变分原理和分离变量法, 提出

了一种有限长径向滑动轴承近似解的解析解方法. 本
文方法将无限长轴承模型的压力分布作为有限长轴

承压力分布的周向分离函数, 通过一阶变分原理和周

向压力分离函数获得轴向的压力函数, 油膜破裂的终

止位置角通过连续性条件确定.

1    有限长径向轴承的非线性油膜力

1.1    轴承的计算坐标

图1给出了动压轴承示意图及其计算坐标, 图2为
动压轴承的剖面图. 图1中, Ob为轴承中心, Oj为轴颈

中心, θ为偏位角, φ是从OjOb延长线(偏位线)顺时针方

向转至油膜位置的角度, fr和ft分别为作用于轴颈的非

线性油膜力的径向和切向分量, fx和fy分别为作用于轴

颈的非线性油膜力在x和y轴负方向的分量, h为油膜

厚度, ω为转子角速度, R为轴承半径, r为轴颈半径,
w为轴承载荷. 图2中, B为轴承宽度.

对于有限长径向滑动轴承, 将润滑油膜视为不可

压缩的流体, 则其润滑的有量纲Reynolds方程形式为

∂

∂x

(
Gφh3

µ

∂p
∂x

)
+
∂

∂z

(
Gzh3

µ

∂p
∂z

)
=

U
2
∂h
∂x
+
∂h
∂t

(1)
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h = c + e cosφ

式中: Gφ和Gz为紊流因子, 在文中Gφ=Gz=1/12(层流),

μ为润滑油的动力黏度, p为有量纲油膜的压力分布,

x为轴承周向坐标, z为轴承轴向坐标, U为轴颈的周向

速度, (c为半径间隙, e为偏心距)为油膜

厚度.

引入以下无量纲变量

λ = z/(
B
2

), ε = e/c, τ = ωt, H = 1 + ε cosφ,

P = p/p0

(
p0 = 2ωµ/ψ2

)
(2)

ψ

式中: λ为无量纲轴向坐标, τ为无量纲时间, H为无量

纲油膜厚度, ε为偏心率, 为间隙比, P为无量纲的油

膜压力.

将式(2)代入式(1)可得:

∂

∂φ

(
H3Gφ

∂P
∂φ

)
+

(
d
B

)2
∂

∂λ

(
H3Gz

∂P
∂λ

)
=

− 1
4
ε
(
1 − 2θ′

)
sinφ +

1
2
ε′ cosφ (3)

式中: ε′为轴承偏心率对时间τ的导数, θ′为轴承偏位角

对时间τ的导数.
1.2    油膜力的计算方法

油膜空穴导致下游Reynolds边条即油膜破裂(油
膜破裂位置角随着轴颈速度和位移的变化而变化). 在
本文中, 油膜破裂的Reynolds边界条件写为

φ = φs = 0, P = 0;
φ = φc, P = 0;

φ = φc,
∂P
∂φ
= 0

π 6 φc 6 2π

其中：φs为油膜的起始角(文中φs=0)，φc为油膜的终

止角，φc的取值范围为 .

运用变分约束原理和分离变量法对式(3)进行求

解以获得压力分布的近似解。为了表达方便，将式

(3)改写为

E(P) = f (4)

式中:

E(P) = − ∂

∂φ
(H3Gφ

∂P
∂φ

) −
(

d
B

)2
∂

∂λ
(H3Gz

∂P
∂λ

)

f =
1
4
ε(1 − 2θ′) sinφ − 1

2
ε′ cosφ

H1(Ω) H1(Ω) × H1(Ω)→ R

式(4)定义在平面(φ, λ)的有界区域Ω上, 边界为Γ, 设

是Soblev空间, B(u, v): 是强

制对称连续双线性泛函,

B(u, v) =
∫∫
Ω

H3[Gφ
∂u
∂φ

∂v
∂φ
+

(
d
B

)2Gz
∂u
∂λ

∂v
∂λ

]dΩ, u, v ∈ H1(Ω) (5)

f (v) H1(Ω)是 上的线性连续泛函:

f (v) =
∫∫
Ω

f vdΩ, v ∈ H1(Ω) (6)

定义二次泛函:

J(v) =
1
2

B(u, v) − f (v), v ∈ H1(Ω) (7)

根据润滑力学第一变分原理, 满足式(4)的解P满

足如下泛函极值问题:

P ∈ K令 ,

J(P) = min
v∈K

J(v) (8)

H1(Ω)

P ∈ C2(Ω)

式中检验函数集K是 中非空闭凸集. 反之, 若

P是式(8)的解, 且  (表示定义在Ω上二阶连

续可导函数的全体), 则P也是式(4)的解.
油膜压力只存在于油膜收敛区 ,  则式 (8)只在

Fig. 1  Calculation coordinate of finite length journal sliding
bearing

图1  有限长径向滑动轴承计算坐标

Fig. 2  The cross section of finite length journal sliding bearing
图2  有限长径向滑动轴承剖面图
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0≤φ≤φc和–1≤λ≤1范围内成立. 运用分离变量法, 假

设试验函数P(φ, λ)=P*(φ)ζ(λ), 其中P*(φ)是关于φ的未

知函数 ,  ζ(λ)是λ的未知函数 .  将试验函数P(φ ,  λ)=

P*(φ)ζ(λ)代入式(7)可得:

J (P) =
∫ 1
−1 dλ

∫ φc

φs

H3

2



Gφζ
2 (λ)

[
∂P∗ (φ)
∂φ

]2
+(

d
B

)2

Gz
[
P∗ (φ)

]2×[
∂ζ (λ)
∂λ

]2


dφ −

∫ 1
−1 ζ (λ) dλ

∫ φc

φs
f P∗ (φ)dφ (9)

令: 

V = Gz
∫ φc
φs

H3[P∗ (φ)
]2dφ

W = Gφ

∫ φc
φs

H3
[
dP∗ (φ)

dφ

]2

dφ

K = −
∫ φc
φs

f P∗ (φ) dφ

(10)

将式(10)代入(9)得:

J(P)=
∫ 1
−1 [

W
2
ζ2 (λ)+

V
2

(
d
B

)2(dζ (λ)
dλ

)2

+Kζ (λ)]dλ (11)

对式(11)取一阶变分, 由极值条件得:

δJ(P)=
∫ 1
−1 [−V

(
d
B

)2 d2ζ(λ)
dλ2 +Wζ(λ)+K]δζ(λ)dλ=0 (12)

由于P*(φ)符合一阶变分条件, 故有W=–K.

式(12)变为

d2ζ(λ)
dλ2 − W

V

(B
d

)2

[ζ(λ) − 1] = 0 (13)

由式(13)即可求解出ζ(λ).

ζ(λ) = 1 − cosh(
√

Cλ)

cosh(
√

C)
= 1 −

cosh[
B
d

(
W
V

)
1/2

λ]

cosh[
B
d

(
W
V

)
1/2

]
(14)

非线性油膜压力试验函数P(φ, λ)=P*(φ)ζ(λ)中的

轴向压力函数ζ(λ)可由式(14)求得 ,  周向压力函数

P*(φ)可以通过以下的步骤来求得.

B >> d
∂P
∂λ
<<

∂P
∂φ

假设 , 油膜力沿轴向的变化率较其沿周向

的变化率可以忽略不计( ), 即λ方向的压力梯

度可忽略, 式(3)可以写为

∂

∂φ
(H3Gφ

∂P
∂φ

) = −1
4
ε(1 − 2θ′) sinφ +

1
2
ε′ cosφ (15)

由于P*(φ)符合一阶变分条件, 因此将式(15)中的

P替换为P*(φ)后可得:

∂

∂φ
(H3Gφ

∂P∗

∂φ
) = −1

4
ε(1 − 2θ′) sinφ +

1
2
ε′ cosφ (16)

对式(16)两次积分, 即可求得P*(φ).

P∗ =
1

4Gφ
ε(1 − 2θ′)

∫ cosφ
(1 + ε cosφ)3 dφ +

1
2Gφ

ε′×

∫ sinφ
(1 + ε cosφ)3 dφ +

1
Gφ

C1
∫ 1

(1 + ε cosφ)3 dφ +C2

(17)

φ=φc
∂P∗

∂φ
=0 C1=−

1
4
ε(1−2θ′) cosφc−

1
2
ε′ sinφc φ = 0 C2 = −

ε′

4Gφε(1 + ε2)
φ=φc φc

式(17) 中的两个待定常数(C1、C2)可以由边界条件求

得, 当 , , 可求出 

; 当 , P*=0, 可求出 ;

当 , P*=0, 可以求出油膜的终止角 . 求得油膜压

力分布的轴向函数后, 油膜压力试验函数P(φ, λ)即可

由油膜压力的周向函数和轴向函数的乘积求得.
对油膜压力函数P(φ, λ)在油膜区域积分, 可以得

到径向和切向无量纲油膜力Fr和Ft. Fr = −
∫ 1
−1

∫ φc

0 P cosφdφdλ

Ft = −
∫ 1
−1

∫ φc

0 P sinφdφdλ
(18)

由径向和切向无量纲油膜力Fr和Ft可以求出x和
y方向的油膜力分量Fx和Fy. Fx =Ft cos θ + Fr sin θ

Fy = − Ft sin θ + Fr cos θ
(19)

2    数值算例

运用本文方法和文献[14]提出的FEM算法分别求

解了有限长径向滑动轴承的非线性油膜力, 通过比较

验证了本文方法的正确性, 在此基础上讨论了其他一

些参数对非线性油膜力的影响.

x′ = 0.01

y′ = 0 π

x
′
= 0.01 y′ = 0

采用360°圆轴承, 图3(a)和(b)分别给出了偏心率

ε = 0 . 4 ,  轴颈在x和y方向的速度分别为 、

, 宽径比B/d为1.0时, 本文方法、“ ”油膜假设

和FEM算法计算的油膜力随偏位角θ变化的曲线. 图3(c)
和(d)是偏心率ε=0.4, 轴颈在x和y方向的速度分别为

、 ,  宽径比B/d为0.8时 ,  本文方法和

FEM算法计算的油膜力随偏位角θ变化的曲线. 图4(a)
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Fig. 3  Comparison of the oil film forces calculated by the proposed method, ‘π’ oil film assumption and FEM vs deviation position
angle θ in the x and y directions

图3  本文方法、“π”油膜假设、有限元方法计算的x和y方向油膜力随偏位角θ变化曲线的比较

Fig. 4  Comparison of the oil film forces calculated by the proposed method, ‘π’ oil film assumption and FEM vs radial velocity ε′ in
the x and y directions

图4  本文方法、“π”油膜假设、有限元方法计算的x和y方向油膜力随径向速度ε′变化曲线的比较
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π/3

εθ′ = 0 π

ε′

π/3

x′ = 0.01

ε
′

π

和(b)给出了偏心率ε=0.4, 偏位角θ= , 切向速度

, 宽径比B/d为1.0时, 本文方法、“ ”油膜假设

和FEM算法计算的油膜力随径向速度 变化的曲线.

图4(c)和(d)给出了偏心率ε=0.4, 偏位角θ= , 切向速

度 , 宽径比B/d为0.8时, 本文方法和FEM算法

计算的油膜力随径向速度 变化的曲线. 从图3和图

4中可以看出 ,  本文中提出的计算油膜力的方法与

FEM的计算结果非常吻合, 从而验证了本文中提出方

法的正确性, 但是用“ ”油膜假设计算的油膜力与

FEM的计算结果差别较大.

x
′
= 0.01 y

′
= 0.01

φc

π π

π/6

图5给出了宽径比B/d=0.8, 轴颈在x和y方向的速

度分别为 、 时, 不同偏心率下油膜

终止位置角φc随偏位角θ的变化曲线. 从图5中可以看

出 :  油膜终止位置角 始终在确定的范围内

( ≤φc≤2 ), 当偏心率小时, 同一偏位角所对应的油

膜终止位置角大. 图6给出了偏位角θ= , 轴承的宽

ε

ε′

ε′

径比B/d=0.8时, 不同偏心率 下无量纲油膜力Fx和

Fy随径向速度 的变化曲线. 从图6中可以看出, 油膜

力随径向速度 线性变化, 斜线的斜率均为正值; 当

偏心率由0.4增加为0.9时, 斜线的斜率也逐渐增大. 图7

Fig. 5  Termination position angle φc vs the deviation position
angle θ

图5  油膜终止位置角φc随偏位角θ的变化曲线

Fig. 6  The oil film forces Fx and Fy versus the radial velocity for different eccentric ratio ε′

图6  不同偏心率时，x和y方向油膜力随径向速度ε′的变化曲线

Fig. 7  The oil film forces Fx and Fy versus the tangential velocity for different deviation position angle θ

图7  不同偏位角θ时，x和y方向油膜力随切向速度的变化曲线
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x
′
= 0.01 y

′
= 0.01

εθ′

εθ′

π/2

π/4

π/4 π/2

给出了轴承的宽径比B/d=0.8, 偏心率ε=0.4, 轴颈在x和
y方向的速度分别为 、 时, 不同偏位

角θ下无量纲油膜力Fx和Fy随切向速度 的变化曲

线. 从图7中可以看出, 油膜力随切向速度 线性变

化. 从图7(a)中可以看出, 当偏位角由0变化为 时,

斜线的斜率由正值变为负值, 斜率的绝对值先减小后

增大. 但在图7(b)中, 斜线的斜率均为负值, 当偏位角

由0变化到 时, 斜率的绝对值增加, 当偏位角由

变化到 时, 斜率的绝对值减小, 但减小的幅度

较小.

3    结论

基于油膜破裂边界条件(下游Reynolds边界条件),
运用变分原理和分离变量法, 提出了一种计算有限长

径向滑动轴承非线性油膜力近似解的解析解方法, 通
过与FEM算法的结果进行比较, 验证了本文方法的正

确有效性. 采用本文方法, 同时计算分析了轴承参数

对非线性油膜力的影响.
a. 将油膜压力分布函数P(φ, λ)看作是两个独立函

数的乘积, 即P(φ, λ)=P*(φ)ζ(λ). 将无限长轴承压力分

布函数看作是周向压力函数P*(φ), 而轴向压力分布函

数ζ(λ)则由变分原理和周向函数P*(φ)求得. 本文的方

法可以有效地计算有限长径向滑动轴承的非线性油

膜力.

π π

b. 随着偏位角θ的变化, 油膜终止位置角φc始终在

到2 之间, 对于同一偏位角θ, 偏心率ε越小, 油膜终

止位置角φc越大.
ε′

εθ
′

εθ
′

εθ
′

c. 油膜力随径向速度 线性变化, 当偏心率ε由
0.4增加为0.9时, 斜线的斜率为正值, 且逐渐增大; 油
膜力随切向速度 线性变化, 随着偏位角θ的增加,
轴承x方向上的油膜力Fx对切向速度 的变化率逐渐

降低; 轴承y方向上的油膜力Fy随切向速度 的增加而

减少.
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